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Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

1) Wahrscheinlichkeitsbegriff und Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Relative Haufigkeit
r(A) = hy(A)  Abs. Hiufigkeit
N N Anz. Versuche

Es Existiert kein Grenzwert:

Wahrscheinlichkeit nach Kolmogorouv:

KL:  p(A)=0

KIL  p(0)=1

KIII: p(AUB)=P(A)+P(B)
fir ANB=@

Laplace-Experiment:

LI: Q:{wl,...,wm} Endliches Q
LI p(w)=..=P(w )

LIII: P(A)— Anz. glinstigeten Falle

_Anz. der moglichsten Fille

KIII: fiir Paarweise disjunkte Ereignisse

P(UA) = ipmi)
=1 i=1

Gegenereignis:

P(A)=1-P(A)

Erweiterung von KIII :
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
fiir ANB+# @

Weitere Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit:
P(A)<1
P(#)=0
P(A)<P(B) fiir AcB(A zieht B nach sich)

Bedingte Wahrscheinlichkeit :
P(ANB)

P(AIB)= B

Multiplikationssatz:
P(AnB)=P(A/B)-P(B)=P(B/A)-P(A)

Satz der vollstindigen Wahrscheinlichkeit

Satz von Bayes:

n P(B/A,)P(A,)
P(B)=), P(B/A)P(A) P(A,/B)=—
i=1 Y. P(B/IA)-P(A)
2) Stochastisch unabhingige Ereignisse
Bedingungen zu Stochastischen Merke:

Unabhangigkeit
P(A/B)=P(A/B)
P(A)=P(A/B)
P(ANB)=P(A)-P(B)

Ist A unabhdngig von B so ist auch B
unabhdngig von A




3) Disjunkt vs. Stochastisch unabhangig ?

A,B Disjunkt A,B Stochastisch unab. Gilt immer !
P(AUB) P(A)+P(B) P(A)+P(B)-P(A)-P(b)| P(A)+P(B)-P(ANnB)
P(ANB) I} P(A)-P(B) oAl o
Merke:

® Sich nachziehende Ereignisse sind nie disjunkt und immer stochastisch abhdngig
o Disjunkte Ereignisse sind immer stochastisch abhdngig

Vollstiandig Stochastisch unabhdngig:
P(ANA N ..

NA )=P(A )-P(A )P(A ) .. -P(A)

4) Verbundexperimente

Merkmalsmenge eines VE:

Q,=0,x0,

Binominalwahrscheinlickeitsverteilung:

P, .= Z P(A)-(1-P(A)""

Summe aller Werte:

2P . =1
=0

HIER KONNTE

IHRE
WERBUNG STEHEN

5) Zufallsvariablen - Verteilungs und Dichtefunkton

Definition der Zufallsvariablen:
ZufallsvariableX: Q-R
P(X=-—w) =0
P(X= o) =0

Eine Zufallsvariable heist:

diskret - wenn es endlich / abzahlbar
unendlich viele Elemente gibt

stetig — wenn es liberabzihlbar unendlich
viele Elemente gibt

Definition der Verteilungsfunktion:

F_(x)=P(X=<x)

b¢
(die Verteilungsfunktion ist monoton steigend)

Weitere Eigenschaften der Verteilungsfunktion:
F (—0)=0 , F (»)=1

P(X>x)=1-F (x)
P(xq<X2x2):F

Definition der Dichtefunktion:
dF ,(x)

dx

x(x

Analog:

Fylx)=] fxly)dy

— 00

Eigenschaften der Dichtefunktion:

}fx(x)dx =1

Weitere Eigenschaften der Dichtefunktion:
f(x)=0 da F(x)monoton steigend.
f(=0)=0 , f(«)=0




6) Momente - Erwartungswert und Standardabweichung

Erwartungswert bei diskreter ZV

E(X)qu:i x P(X=x)

=1

Erwartungswert bei stetiger ZV

E(X)=py=] xfy(x)dx

Zusammenhang von E und F

E(X)=py=[ [1-F y(x)—Fy(~x)]dx

Varianz:

022} (x—uX)2-fX(x)dx

Standardabweichung:

[
Ox=\0yx

Zusammenhang zwischen Varianz und ux:

oy =E(x*)- 1

7) Spezielle Verteilungen:

Stetige Gleichverteilung: _a+b
1 fiirx€la,b] ba T
f1(0)=b-a | | L. . _(-ap
0 sonst a;b X 12
Expotentialverteilung: 1
- . Hy=7
fo(x)= A-e M fiir k=0 mitA>0 A XA
X 0 sonst U?{ — l
T A?
Erlangverteilung: =1 B
A ei)\x n—-1 IJX A_
fFxl®)=| m-nr " o= z-1
I X AZ
0 sonst

Standardnormalverteilung:
1

fX(x):ﬁ - e

2
-
2

Standardnormalverteilung:
—(x—py)

2
20%

_ 1
fX(x)_UX\/ﬂ e

Transformation
G=0gx+ug




8) Spezielle Verteilungen:

Definition Verbundsverteilungsfunktion:
Fyy(x,y)=[[X<x]n[Y <y
Kurzschreibweise:

Eigenschaften der Verbundverteilungsfunktion.:
F XY (—o0,y)=0
Fyy(x,—0)=0
F

wy(0,0)=1

Definition Verbunddichtefunktion:

82ny(x s y)
X,y)=—————
fxr(x,y) 220y

Analog:

x oy

FXY(x’y):f .[fxy(ﬂ;v) dudv

—00 —00

Eigenschaften der Verbunddichtefunktion:

[ [ fula,y) dxdy = 1

—00 —00

fxy(x,y)=0

Gebietsintegral:
P(x,<X<x,y <Y<y,

Xy Yo

=[ [ Flx,y) dxdy

X Y1

I
ol
3
8
N
2
v

P(x,;<X<x,y,<Y<y,) = P(X<x,Y<y,) — P(

Randverteilung:
F, (x,0)=P(X<x,Y<w)=P(X<x)=F4(x)
Fy(0,y)=P(X<0,Y<y)=P(Y<y)=F(y)

Randdichtefunktion:
fx(x):_,[o fxy(x: y)dy
Fr(3)=] Faylx,y)dx

Falls X und Y stochastisch unabhdngig:
ny(x:y) = Fx(x) ) Fy(y)
ny(X,y) = fx(x) : fY(y)

Zweidimensionaler Dirac Impuls:
5(x,y)=6(x)6(y)

9) Momente - Erwartungswert und Standardabweichung bei zweidimensionaler ZV

Transformation:
Z=h(X,Y)

Erwartungswert:
E(Z)=u,=[ | h(x,y)fx(x.y) dady

Transformation Summe zweier ZV:
Z=h(X,Y)=X+Y
S E(X+Y)=E(X)+E(Y)

Allgemein:
Z=h(X X,..,X,)=X+X,+..+X,
-E(X, X,.., X, )=EX,)+E(X,)+..+E(X,)

Transformation Produkt zweier ZV:
Z=h(X,Y)=X'Y

Fiir Stochastisch unabhéngig gilt:
- E(X'Y)=E(X)-E(Y)

Covarianz:
Corw=E(XY)—uyuy
Vgl Varianz:
oy =E(X*)-u}




Fole)=F x(2)5fy(2)= [ frle—7)fylr)dt

Die Dichtefunktionder Summe zweier stochastisch unabhdngiger ZV ist die Faltung:

10) Mathematische Statistik

Stichprobenmittelwert:
X = l . Xi X * IJX
n

i=1

Stichprobenvarianz:

szzﬁz (X,-X)?

i=1

S O'i

Stichprobenmittelwert:
1 n
Syy=—

(Xi_X)(Yi_?)
n—1 5

Stichprobenkorrelationskoeffizient:

R:SXY

Definition ,,Der Wahre Parameter:
Wahrer Parameter: 9 Schitzwert: 9

Schdtzer:
0, = gn(Xl,X2,,,,’Xn) = gn(X)

E(6, )=9

Ein Schiitzer ©, heisst erwartungstreu falls gilt:

Eine Folge ©,,0, ., heisst asymptotisch
erwartungstreu wenn gilt:

lim E0) =9

n—ow

Beispiel an Erlangverteilung

n . n _
= — — = — = X
n A n
ai = = 5 g2 == =g
2 X 2
A A
A ~ (2 2
-  n=AxX und n=A"s
Einsetzen:
2 _ 2 2
AX=A"-8
_ 2 9
X=A-8
3 9_6 A _2 2
A:—2 - n=x-s
S
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